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Compatibilite´ des structures
pseudo-riemanniennes et des structures de
Poisson
M. Boucetta
Re´sume´. Dans cette note, nous allons introduire deux notions naturelles et
inde´pendantes de compatibilite´ entre une me´trique pseudo-riemannienne et
une structure de Poisson et ce en utilisant la notion de de´rive´e contravariante
introduite dans [1], nous allons donner les premie`res proprie´te´s de couple
de me´trique et de structure de Poisson compatible pour l’une ou` l’autre et
finalement, nous allons donner des exemples de telles structures compatibles.
Compatibility betwenn pseudo-riemannian structure and Poisson
structure
Abstract. We will introduce two notions of compatibility between pseudo-
riemannian metric and Poisson structure using the notion of contravariant
connection introduced in [1], we will study some proprieties of manifold en-
dowed with such compatible structures and we will give some examples.
1 Deux conditions naturelles de compati-
bilite´ entre une structure pseudo-riemannienne
et une structure de Poisson
A notre connaissance, la notion de compatibilite´ entre une structure pseudo-
riemannienne et une structure de Poisson n’a jamais e´te´ e´tudie´ bien que ce
soit une notion naturelle et bien qu’il soit e´tabli que la compatibilite´ entre
deux structures engendre des situations ge´ome´triques tre`s riches ( compat-
ibilite´ entre deux structures de Poisson, compatibilite´ entre une me´trique
et une structure symplectique, varie´te´s Ka¨hle´riennes). La difficulte´ pour
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trouver une telle notion est le fait que la me´trique et le tenseur de Poisson
appartiennent a` deux univers diffe´rents, l’un covariant et l’autre contravari-
ant. Dans ce qui suit, nous allons donner deux conditions de compatibilite´
inde´pendantes en pre´vilige´ant le point de vue contravariant. Pour les notions
de base sur les structures de Poisson voir, par exemple [4], et pour la notion
de de´rive´e contravariante voir [1].
1.1 De´rive´es contravariantes associe´es a` une me´trique
pseudo-riemannienne et un champ de bivecteurs
SoitM une varie´te´ diffe´rentiable munie d’une me´trique pseudo-riemannienne
g et d’un champ de bivecteurs pi.
Au champ de bivecteurs pi est associe´, d’une manie`re naturelle, un champ
d’endomorphismes #pi : T
∗M −→ TM par β(#pi(α)) = pi(α, β) et un crochet
sur les 1-formes de´fini par
[α, β]pi = L#pi(α)β − L#pi(β)α− d(pi(α, β)). (1)
Le crochet de Shouten-Nihenjuis [pi, pi]S est l’obstruction a` ce que #pi soit un
homorphisme entre Ω1(M) munie du crochet [, ]pi et X (M) muni de crochet
de Lie. Nous avons
[pi, pi]S(α, β, γ) = γ [#pi([α, β]pi)− [#pi(α),#pi(β)]] . (2)
Le champ de bivecteurs pi de´finit une structure de Poisson sur M si et seule-
ment si [pi, pi]S = 0.
Soit bg : TM −→ T
∗M et #g : T
∗M −→ TM les isomorphismes fibre´s
de´finis par g, soit g˜ la me´trique sur le fibre´ cotangent de´finie par g˜(α, β) =
g(#g(α),#g(β)) et soit J : T
∗M −→ T ∗M le champ d’endomorphismes
de´fini par pi(α, β) = g˜(Jα, β) = −g˜(α, Jβ). On conside`re aussi le champ
d’endomorphismes J˜ = #g ◦ J ◦ bg.
Maintenant, nous sommes en mesure d’associer au couple (g, pi) deux de´rive´es
contravariantes. La premie`re, qu’on notera ∇pi, est de´finie a` l’aide de la
connexion de Levi-Civita ∇ de g par
∇piαβ = ∇#pi(α)β. (3)
La deuxie`me, qu’on notera Dpi, est donne´e par la formule
2g˜(Dpiαβ, γ) = #pi(α).g˜(β, γ) + #pi(β).g˜(α, γ)−#pi(γ).g˜(α, β)
+g˜([γ, α]pi, β) + g˜([γ, β]pi, α) + g˜([α, β]pi, γ). (4)
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La proposition suivante donne les premie`res proprie´te´s des deux connexions
∇pi et Dpi et permet de les comparer.
Proposition 1.1 Nous avons:
1) ∇pi et Dpi sont me´triques ie
Dpig˜(α, β, γ) = #pi(α).g˜(β, γ)− g˜(D
pi
αβ, γ)− g˜(β,D
pi
αγ) = 0
et la meˆme formule pour ∇pi;
2) Dpi n’a pas de torsion, par contre ∇pi a de la torsion et nous avons
g˜([α, β]pi − (∇
pi
αβ −∇
pi
βα), γ) = g(∇#g(γ)(J˜)(#g(α)),#g(β));
3) [pi, pi]S(α, β, γ) =
1
2
{g˜(α,Dpiγ (J)(β)) + g˜(β,D
pi
α(J)(γ)) + g˜(γ,D
pi
β(J)(α))}
= g˜(α,∇piγ(J)(β)) + g˜(β,∇
pi
α(J)(γ)) + g˜(γ,∇
pi
β(J)(α));
4) On pose T (α, β) = [α, β]pi − (∇
pi
αβ −∇
pi
βα) et ∇˜
pi
αβ = ∇
pi
αβ +
1
2
T (α, β). ∇˜pi
est une de´rive´e contravariante sans torsion et nous avons
∇˜piαβ −D
pi
αβ =
1
2
bg
[
∇#g(α)(J˜)(#g(β)) +∇#g(β)(J˜)(#g(α))
]
;
5) On pose S(α, β) = ∇˜piαβ −D
pi
αβ. Nous avons
g˜(Dpiα(J)(β)−
1
2
∇piα(J)(β), γ)+
1
2
[pi, pi]S(α, β, γ) = g˜(S(α, γ), J˜β)−g˜(S(α, β), J˜γ).
Preuve: Le 1) et la premie`re partie de 2) est un calcul trivial, la deuxie`me
partie de 2) est un calcul direct et le reste de´coule facilement de ce cette
formule.✷
1.2 De´finition de la compatibilite´ entre une structure
pseudo-riemannienne et une structure de Poisson
Les connexions ∇pi et Dpi sont me´triques, il est alors naturel de poser la
de´finition suivante:
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De´finition 1.1 SoitM une varie´te´ diffe´rentiable munie d’une me´trique pseudo-
riemannienne et d’un champ de bivecteurs pi.
1) On dira que le couple (g, pi) est ∇pi-compatible si ∇pipi = 0 ou, d’une
manie`re e´quivalente, ∇pi(J) = 0.
2) On dira que le couple (g, pi) est Dpi-compatible si Dpipi = 0 ou, d’une
manie`re e´quivalente, Dpi(J) = 0.
Remarque. 1) Si le couple (g, pi) est compatible pour l’une ou l’autre et si
f est une fonction de Casimir de pi alors le couple (g, fpi) est compatible.
2) D’apre`s les relations 3) de la Proposition 1.1, la condition de compatibilite´
entraine l’inte´grabilite´ du tenseur pi.
3) D’apre`s 5) de la Proposition 1.1, il semblerait que ces deux notions soient
inde´pendantes. Nous allons voir sur un exemple a` la fin de cette note qu’elles
le sont effectivement.
4) Supposons que #pi soit inversible ce qui e´quivaut a` J ou J˜ inversible.
Le couple (g, pi) est ∇pi-compatible si et seulement si la 2-forme ω(u, v) =
pi(#−1pi (u),#
−1
pi (v)) est paralle`le pour la connexion de Levi-Civita de g.
En utilisant (4), il est facile d’e´tablir la formule
Dpiαβ = #
−1
pi
(
∇J˜#pi(α)#pi(β)
)
(5)
ou`∇J˜ est la connexion de Levi-Civita de la me´trique gJ˜(u, v) = g(J˜−1(u), J˜−1(v)).
Le couple (g, pi) est Dpi-compatible si et seulement si la 2-forme ω(u, v) =
pi(#−1pi (u),#
−1
pi (v)) est paralle`le pour la connexion ∇
J˜ qui est aussi la con-
nexion de Levi-Civita de g.
Ainsi les deux conditions coincident dans le cas symplectique et nous retrou-
vons la notion de compatibilite´ e´tudie´e dans [3].
1.3 Interpre´tation ge´ome´trique de la compatibilite´ du
couple (g, pi)
Il est clair que le couple (g, pi) est ∇pi-compatible si et seulement si le tenseur
de Poisson est invariant par transport paralle`le ( associe´ a` la connexion de
Levi-Civita de g) le long des courbes tangentes aux feuilles symplectiques.
A la de´rive´e contravariante Dpi est associe´e une notion de transport par-
alle`le le long de courbes cotangentes ( voir [1]). Une courbe cotangente est
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un couple (γ, α) ou` γ : [0, 1] −→ S est une courbe diffe´rentiable dans une
feuille symplectique S et α : [0, 1] −→ T ∗M diffe´rentiable telle que, pour tout
t ∈ [0, 1], #pi(α(t)) =
dγ
dt
(t). A chaque courbe cotangente (γ, α) est associe´
un isomorphisme d’espaces vectoriels τ(γ,α) : T
∗
γ(0)M −→ T
∗
γ(1)M . Le couple
(g, pi) est Dpi-compatible si et seulement si τ(γ,α) est une isome´trie qui com-
mute avec J et ce pour toute courbe cotangente et toute feuille symplectique.
2 Compatibilite´ et feuilletage symplectique
Soit M une varie´te´ diffe´rentiable munie d’une me´trique g et d’un champ
de bivecteurs pi. On reprend les notations et les de´finitions de la section
pre´ce´dente.
On suppose que le couple (g, pi) est compatible ( pour l’une ou pour l’autre
des notions) et on conside`re S une feuille symplectique du feuilletage de´fini
par la structure de Poisson et on note ωS la forme symplectique de S.
Si le couple (g, pi) est ∇pi-compatible, il est facile de voir que S est une sous-
varie´te´ totalement ge´ode´sique et la forme symplectique est paralle`le pour la
restriction de ∇ a` S.
On suppose maintenant que le couple (g, pi) est Dpi-compatible. Pour tout
couple de champs de vecteurs X, Y tangents a` S, on pose
∇SXY = #pi(D
pi
αβ) (6)
ou` α, β sont deux 1-formes telles que #pi(α) = X et #pi(β) = Y . De la
formule #pi(D
pi
αβ) = #pi(D
pi
βα) + [#pi(α),#pi(β)] et du fait que D
pipi = 0,
on de´duit que #pi(α) = 0 ou #pi(β) = 0 entraine que #pi(D
pi
αβ) = 0. Il en
de´coule que ∇S de´finit une connexion covariante sur S. Un calcul direct
permet de montrer que ∇SωS = 0 et si la restriction de g a` S est non-
de´ge´ne´re´e, ∇S est la connection de Levi-Civita de la restriction de g a` S. Les
feuilles symplectiques ne sont pas en ge´ne´ral totalement ge´ode´siques.
Remarque. Si le couple (g, pi) est compatible ( pour l’une ou pour l’autre
des notions) et si J3 = −J alors toutes les feuilles symplectiques sont des
varie´te´s Ka¨hle´riennes.
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3 Tenseur de courbure de Dpi
Soit M une varie´te´ diffe´rentiable munie d’une me´trique g et d’un champ de
bivecteurs pi. On reprend les notations et de´finitions de la Section 1.
La connexion contravariante Dpi est sans torsion et comme dans le cas covari-
ant, on lui associe un tenseur de courbure qu’on notera Rpi et un tenseur de
Ricci qu’on notera rpi par les formules Rpi(α, β) = Dpi[α,β]pi−(D
pi
αD
pi
β−D
pi
βD
pi
α) et
rpi(α, β) = Tr(γ −→ Rpi(α, γ)β). Ces deux tenseurs contravariants ve´rifient
les meˆmes formules que dans le cas covariant.
On suppose que le couple (g, pi) est Dpi-compatible et on conside`re S une
feuille symplectique et on note RS et rS respectivement le tenseur de cour-
bure et le tenseur de Ricci de la connexion ∇S de´finie par (6). Alors on a,
clairement en vertu de (6)
RS(X, Y )Z == #pi(R
pi(α, β)γ) (7)
avec X = #pi(α) et ainsi de suite.
Pour la courbure de Ricci, on remarque d’abord que #pi re´alise un isomor-
phisme entre ImJ et ImJ˜ = TS et si on note #−1pi sont isomorphisme inverse,
un calcul direct nous donne la formule
rS(X, Y ) = rpi(#−1pi (X),#
−1
pi (Y )). (8)
Ces deux formules sont inte´ressantes dans la mesure qu’elle permettent d’utiliser
un tenseur global Rpi pour e´crire des proprie´te´s des feuilles symplectiques.
Par exemple, si rpi = λg˜ ( ici λ est ne´cessairement une fonction de Casimir
de la structure de Poisson) alors toutes les feuilles symplectiques sont des
varie´te´s D’Einstein.
Pour finir cette section, on remarque que, dans le cas de Dpi-compatibilite´, rpi
ve´rifie rpi(α, Jβ) = −rpi(Jα, β) et de´finit donc un champ de bivecteurs qu’on
notera pir par la formule
pir(α, β) = rpi(Jα, β). (9)
Comme dans le cas Ka¨hle´rien, on a
[pi, pir]S = 0 (10)
et on obtient donc une classe de cohomologie pour la cohomologie de Poisson.
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4 Exemples de couples compatibles
Soit (M, g) une varie´te´ pseudo-riemannienne et U un champ de Killing de g.
On de´finit le champ d’endomorphismes J˜ : TM −→ TM par
J˜X = ∇XU (11)
ou` ∇ est la connexion de Levi-Civita de g. J˜ est anti-syme´trique par rapport
a` g et si on conside`re J = #g ◦ J˜ ◦ bg, on a un champ de bivecteurs par
pi(α, β) = g(J˜#g(α),#g(β)).
On notera R le tenseur de courbure de g.
Proposition 4.1 1) Le couple (g, pi) est ∇pi-compatible si et seulement si
R(U, J˜X)Y = 0 (12)
pour tout couple de champs de vecteurs X, Y sur M .
2) Le couple (g, pi) est Dpi-compatible si et seulement si
g(R(Y, Z)U, J˜X) + g(R(X,U)Y, J˜Z) + g(R(U,X)Z, J˜Y ) = 0 (13)
pour tout triple de champs de vecteurs X, Y, Z sur M .
Preuve: 1) De´coule imme´diatement du fait que ∇X(J˜)(Y ) = R(U,X)Y
pour tout couple de champs de vecteurs X, Y . 2) de´coule aussi de cette
relation et de la formule 5) Proposition 1.1.✷
Un cas particulier ou` on peut expliciter des exemples est le cas ou` M est
un groupe de Lie G, g une pseudo- me´trique bi-invariante et U un champ
invariant a` gauche associe´ a` un vecteur u de l’alge`bre de Lie G de G. Dans
ce cas, on a
Proposition 4.2 1) Le couple (g, pi) est ∇pi-compatible si et seulement si
[[u, [x, u]], y] = 0 (14)
pour tout couple de vecteurs x, y dans G.
2) Le couple (g, pi) est Dpi-compatible si et seulement si
[[u, x], [u, y]] = 0 (15)
pour tout couple de vecteurs x, y dans G.
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Preuve: De´coule de la Proposition 4.1 et du fait que dans ce cas R(X, Y ) =
1
4
[X, Y ] pour tout couple de champs de vecteurs X, Y invariants a` gauche.✷
Les alge`bres de Lie munies de pseudo-me´triques bi-invariantes ont e´te´ e´tudie´es
dans [2]. Dans ce travail on trouve notamment l’exemple de IR5 munie de la
structure d’alge`bre de Lie donne´e par [e1, e5] = e4−e3, [e2, e5] = −e1+e3+e4,
[e1, e2] = e3 et les autres tous nuls. Il est facile de voir que tout vecteur dans
cette alge`bre de Lie ve´rifie (15).
D’un autre coˆte´, il est facile de ve´rifier sur ce genre d’exemples que les con-
ditions (14) et (15) sont inde´pendantes.
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